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MATHEMATICS 
SUR CERTAINS ESPACES METRIQUES 
PAR 
ROBERT BANTEGNIE 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of May 28, 1966) 
Recemment, N. ARTEMIADIS [1] et J. S. W. WoNG [4] ont considere 
les espaces metriques possedant une des proprietes equivalentes suivantes: 
(i) L'adherence de toute boule ouverte de rayon r> 0 est Ia boule 
fermee de meme centre et de meme rayon. 
(ii) La frontiere de toute boule ouverte de rayon r> 0 est Ia sphere 
de meme centre et de meme rayon. 
Cette etude a deja ete faite par E. BLANC [2] qui appelle "quasiconvexes" 
les espaces correspondants. 
D'apres Blanc, l'espace metrique (E, d) est "quasiconvexe" si, pour 
tout couple (a, b) de points distincts de E et tout e> 0, on peut trouver 
() > 0 et X dans E tels que soient verifiees les inegalites 
d(a, x)<d(a, b)-CJ, d(b, x)<e; 
Ia borne superieure CJ{a, b, e) des () > 0 tels qu'on peut trouver x avec les 
proprietes indiquees est appelee "module de quasiconvexite de b par 
rapport a a". Si le choix de CJ dans les definitions ci -dessus peut etre fait 
independamment du couple (a, b) considere, l'espace est dit "uniformement 
quasiconvexe". 
Blanc a montre qu'un espace est quasiconvexe si et seulement s'il 
verifie une des proprietes (i) ou (ii). Le theoreme 1 de [4] n'est qu'une 
fa<;on d'exprimer ces equivalences. 
Avec K. MENGER [3], disons qu'un espace metrique (E, d) est "convexe" 
si, pour tout couple (a, b) de points distincts de E, on peut trouver un 
point c de E distinct de a et de b tel que d( a, c)+ d( c, b)= d( a, b); disons 
qu'il est "A-convexe", pour A dans l'intervalle I=] 0, 1[ de '6, si, pour les 
memes couples (a, b), on peut trouver c dans E tel que d(a, c)=Ad(a, b), 
d(b,c)=(1-A)d(a,b), qu'il est "totalement convexe" s'il est A-convexe 
pour tout A de I; disons aussi qu'il est "segmente" si, pour tout couple 
(a, b) de points distincts de E, on peut trouver un "segment" joignant 
a et b dans E c'est a dire une image isometrique du segment [0, d(a, b)] 
de '6 par une application I verifiant f(O)=a, f(d(a, b))=b. 
Dans [4], le theoreme 2 exprime que tout espace metrique A-convexe 
est quasiconvexe et le theoreme 3 que tout espace metrique complet et 
convexe est quasiconvexe. Ce dernier resultat est consequence immediate 
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du theoreme 2 de [4] et du theoreme de MENGER [3] qui affirme qu'un 
espace metrique convexe et complet est segmente. 
Disons qu'un espace metrique (E, d) est "uniformement convexe" si 
l'on peut trouver A. dans l'intervalle J = ]0, !J de 'JB. tel que, pour tout 
couple (a, b) de points distincts de E, on peut trouver c dans E verifiant 
les conditions 
{ d(a, c)+d(c, b)=d(a, b) 
inf (d(a, c), d(c, b));;..A.d(a, b) 
Comme tout espace .A.-convexe est uniformement convexe le theoreme 2 
de [ 4] est corollaire de la 
Proposition 1. Tout espace uniformement convexe est uniforme-
ment quasiconvexe. 
Introduisons les notions suivantes de "presque convexite". 
Un espace metrique (E, d) est ".A.-presque convexe", pour A. dans I, 
si, pour tout couple (a, b) de points deE et tout e>O, on peut trouver c 
dans E tel que 
ld(a, c) -Ad( a, b)l < ed(a, b), ld(b, c)- (1-.A.)d(a, b)l < ed(a, b); 
il est "totalement presque convexe" s'il est .A.-presque convexe pour tout 
A. de I; il est "uniformement presque convexe" si l'on peut trouver A. 
dans J tel que, pour tout couple (a, b) de points distincts de E et tout 
e > 0, on peut trouver c dans E verifiant les conditions 
{ d(a, c)+d(c, b)<d(a, b)(1+e) 
inf (d(a, c), d(c, b)) ;;.Ad( a, b) 
La proposition 1 est corollaire de la 
Proposition 2. Tout espace uniformement presque convexe est 
uniformement quasiconvexe. 
Comme il est immediat qu'un espace totalement presque convexe est 
uniformement quasiconvexe, cette derniere proposition est elle-meme 
corollaire du 
Theoreme. Tout espace uniformement presque convexe est totale-
ment presque convexe. 
La preuve de ce theoreme sera donnee ailleurs. 
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